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Resumen
Quienes transan electricidad en los mercados liberalizados, esta´n ex-
puestos a riesgos que requieren un ana´lisis y tratamiento diferente al de
otro tipo de commodities. La dina´mica del precio spot, unida a la necesi-
dad de completar el mercado cubriendo la exposicio´n al riesgo de volumen,
son entre otras las caracter´ısticas que hacen a este mercado diferente y
complejo. Nuestro trabajo presenta un esquema de cobertura esta´tica que
puede implementar un agente que busca maximizar el valor esperado de
su beneficio ajustado por riesgo y enfrenta incertidumbre por volumen. El
agente participa en un mercado ele´ctrico cuyo precio spot presenta carac-
ter´ısticas de estacionalidad y reversio´n a la media. Asumimos como u´nica
herramienta de cobertura disponible los contratos forward que incorporan
una prima de riesgo. Como caso de estudio se presenta el mercado ele´ctrico
colombiano. Se realiza un desarrollo teo´rico utilizando ca´lculo estoca´stico
y simulacio´n de Montecarlo. Encontramos que cuando hay presencia de
la prima de riesgo forward, el precio del contrato tendra´ un drift, en cuyo
caso el nivel de cobertura de un agente dependera´ de su nivel de aver-
sio´n al riesgo, la volatilidad del volumen esperado, la prima de riesgo de
largo plazo del mercado y la correlacio´n esperada entre volumen y precio
forward.
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1. Introduccio´n
La exposicio´n a riesgo a la que se enfrentan los diferentes agentes que realizan
transacciones con activos de financieros, ha motivado la bu´squeda de herramien-
tas que permitan prevenir y mitigar los efectos de las variaciones aleatorias de los
precios de dichos activos; los contratos forward, los futuros y opciones que que
se transan en mercados OTC o mercados regulados son ejemplo de estas herra-
mientas. As´ı mismo los agentes que transan en un mercado de energ´ıa ele´ctrica,
se exponen a la incertidumbre asociada con el precio futuro de este insumo. A
manera de ilustracio´n: de acuerdo con Gil and Maya (2008) la volatilidad del
precio spot diario para Colombia es del 13.72% y segu´n Lucia and Schwartz
(2002) la volatilidad del precio spot diario para el Nord Pool (Nordic Power Ex-
change) es del 9.9%; multiplicando por la ra´ız de 365, la volatilidad del spot en
Colombia equivaldr´ıa a un 262% anual y para el Nord Pool ser´ıa de 189% anual.
La energ´ıa ele´ctrica puede ser considerada como un commodity de flujo que se
caracteriza por serias limitaciones de almacenamiento y transporte que restrin-
gen las posibilidades de arbitraje en tiempo y espacio segu´n Lucia and Schwartz
(2002). De acuerdo con Geman and Roncoroni (2003) estas limitaciones implican
que el precio de la electricidad tenga una dependencia mayor de las condiciones
locales de oferta y demada que otros commodities, presentando adema´s inelasti-
cidad en la demanda para el corto plazo. Pilipovic´ (1998) explica que los precios
de la energ´ıa esta´n determinados por condiciones de almacenamiento en el corto
plazo y por el potencial suministro de energ´ıa futuro (Energy in the ground)
en el largo plazo. Estas caracter´ısticas conllevan a que el precio spot de energ´ıa
presente un componente predecible que, de acuerdo con Lucia and Schwartz
(2002), puede ser explicado por cambios en la demanda dada la actividad de
los negocios, el comportamiento perio´dico del consumo y la evolucio´n estacional
de las temperaturas y por esto proponen una familia de procesos estoca´sticos
que representan la trayectoria y las caracter´ısticas estad´ısticas presentadas por
el precio spot. Estos procesos describen la dina´mica en te´rminos de dos tipos de
componentes: El primer componente es una funcio´n determin´ıstica que captu-
ra las caracter´ısticas estacionales y representa la parte predecible del precio; el
segundo componente (para los modelos de un factor) es estoca´stico y sigue un
proceso de difusio´n continuo de reversio´n a la media, con media de largo plazo
igual a cero. Pilipovic´ (1998) y Geman and Roncoroni (2003) tambie´n propo-
nen modelos matema´ticos para precio spot de energ´ıa ele´ctrica que capturan
caracter´ısticas de estacionalidad, reversio´n a la media e incluso saltos. Uno de
los procesos de un solo factor utilizados por Lucia and Schwartz (2002) para
describir el precio spot de la energ´ıa en el Nord Pool (mercado ele´ctrico pre-
dominantemente hidra´ulico) fue usado por Gil and Maya (2008) para describir
el comportamiento estacional del precio spot de la energ´ıa ele´ctrica en Colombia.
Si dos agentes desean negociar la entrega de energ´ıa para un periodo futuro
y que el precio pactado sea independiente de las variaciones del precio spot,
pueden recurrir al uso de contratos forward o futuros. De acuerdo con Hull
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(2009) las diferencias teo´ricas entre los precios de contratos futuros y forwards
que tienen una vigencia de algunos meses son en la mayor´ıa de casos suficiente-
mente pequen˜as y pueden ser ignoradas. El ana´lisis hecho para contratos forward
podr´ıa ser aplicado a futuros si se considera que los agentes pueden acceder a
un mercado de futuros y que no se permite el cierre de posiciones antes de la
fecha de expiracio´n, cuando el periodo de madurez es relativamente cercano al
momento de la negociacio´n. Expone adema´s que la relacio´n que se presenta en-
tre el precio de los contratos con entrega a futuro y el valor esperado del precio
del spot se basa, desde un enfoque moderno, en la razo´n entre el riesgo y el
retorno de la inversio´n. So´lo cuando la correlacio´n entre el precio forward y el
precio spot es cero, el precio del contrato forward sera´ igual al valor esperado del
precio spot. En otros casos se presenta una condicio´n de backwardation cuando
el precio del contrato forward es menor que el precio esperado del spot o de
contango cuando ocurre lo contrario.
Lucia and Schwartz (2002) plantean que el precio de un derivado financiero
sobre electricidad corresponde al valor esperado de los pagos asociados descon-
tado por riesgo; asumen que no es aplicable el principio de no arbitraje y las
diferencias entre el valor esperado del precio spot y el precio de los contra-
tos forward son ajustadas a trave´s de una prima de riesgo. Bessembinder and
Lemmon (2002) encuentran de forma emp´ırica, para los meracdos ele´ctricos de
PJM y CALPX, que el precio forward de mercados ele´ctricos es un estimador
sesgado de la expectativa del precio spot y que la prima de riesgo de mercado
esta´ relacionada con la expectativa de demanda, siendo mayor para los meses
de verano. Pantoja (2009) encuentra que en el mercado ele´ctrico colombiano la
prima de riesgo en los contratos forward var´ıa durante el d´ıa y sus propiedades
esta´n explicadas por factores de riesgo como las variaciones esperadas del spot
debido al feno´meno de El Nin˜o y la disponibilidad de generacio´n hidra´ulica.
As´ı mismo Furio´ and Meneu (2009) analizan tambie´n la informacio´n contenida
en la diferencia entre el precio de los contratos forward y el precio spot en el
mercado espan˜ol, encontrando que el signo y magnitud de la prima de riesgo
depende de las variaciones no esperadas en la demanda y la capacidad de genera-
cio´n hidra´ulica y esta´ relacionada negativamente con la varianza del precio spot.
Con el propo´sito de describir el precio forward de energ´ıa ele´ctrica, Lucia and
Schwartz (2002), siguen la metodolog´ıa propuesta por Cox and Ross (1976),
quienes encuentran un proceso neutral al riesgo para la componente estoca´stica
del precio spot y definen una expresio´n para el precio forward que incorpora la
componente determin´ıstica, las distorsiones de corto plazo del spot y la prima
de riesgo del mercado. Dadas las caracter´ısticas de los mercados ele´ctricos, los
agentes participantes enfrentan no so´lo la incertidumbre generada por el com-
portamiento futuro del precio spot, sino tambie´n a la incertidumbre causada por
el volumen a transar. Sin embargo, el riesgo de volumen no puede ser perfecta-
mente cubierto con el uso de derivados del precio spot. Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo
(2005) comentan que si el clima no esta´ perfectamente correlacionado con los
precios de los derivados ele´ctricos, el riesgo de volumen no podra´ ser cubier-
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to por estos instrumentos y as´ı, de acuerdo con Bjo¨rk (2009), al presentarse
mayor cantidad de fuentes de riesgo (precio y volumen) que activos transados,
estos mercados pueden ser considerados como incompletos. Na¨sa¨kka¨la¨ and Kep-
po (2005) proponen una estrategia de cobertura esta´tica, en la que explican
que´ porcio´n de volumen cubrir y cua´ndo realizar la transaccio´n de cobertura
usando contratos forward. Asumen que los agentes maximizan el valor espera-
do de sus flujos de caja ajustados por riesgo. Parten de un modelo de precio
forward que cumple con caracter´ısticas martingala que no considera la prima
de riesgo de mercado y otro modelo que refleja la incertidumbre de volumen,
asumen adema´s la correlacio´n entre las dos variables. Los resultados indican
que es adecuado sobrecubrirse cuando el volumen estimado y el precio forward
esta´n positivamente correlacionados y cuando la correlacio´n entre volumen y
precio forward es negativa, es adecuado hacer una cobertura parcial. Tambie´n
encuentran que cuando la correlacio´n entre volumen estimado y precio spot es
positiva, tiene el efecto preventivo de adelantar la transaccio´n del contrato for-
ward. Encontraron tambie´n que los agentes que enfrentan una volatilidad alta
en el volumen pospondra´n la cobertura.
Nuestro trabajo presenta un esquema de cobertura esta´tica que puede imple-
mentar un agente que busca maximizar el valor esperado de su beneficio ajus-
tado por riesgo y enfrenta incertidumbre por volumen. El agente participa en
un mercado ele´ctrico cuyo precio spot presenta caracter´ısticas de estacionalidad
y reversio´n a la media. Asumiremos que la u´nica herramienta de cobertura dis-
ponible corresponde a contratos forward que incorporan una prima de riesgo
y por lo tanto el precio no es martingala. Para esto, se hace una descripcio´n
del modelo matema´tico que incluye los movimientos del precio spot, el precio
forward y el volumen esperado. Luego, en la tercera seccio´n se presenta la es-
trategia de cobertura propuesta y co´mo e´sta se modifica con las variaciones de
los para´metros del agente, para despue´s exponer co´mo cambia la estrategia de
cobertura al variar de los para´metros del mercado. En la quinta seccio´n se hace
un ejemplo y se explica co´mo utilizar las tablas ubicadas en los anexos. En la
u´ltima seccio´n se presentan las conclusiones de esta investigacio´n.
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2. Modelo Matema´tico
2.1. Movimiento del precio spot
El precio spot del mercado ele´ctrico se mueve de acuerdo con el modelo de
un factor propuesto por Lucia and Schwartz (2002), se denota Pt con t ∈ [0,∞)
y es representado por la suma de dos componentes. La primera componente se
asume totalmente predecible y corresponde a una funcio´n determin´ıstica f(t).
La segunda componente, xt, es un proceso estoca´stico de reversio´n a la media,
o proceso de Ornstein-Uhlenbeck, con media de largo plazo igual a cero.
Pt = f(t) + xt (1)
dxt = −κxt · dt+ σ · dwx (2)
donde κ es la velocidad de reversio´n y debe ser mayor que cero, la condicio´n
inicial para el precio es xt0 = x0 y dwx es el cambio de un proceso browniano
esta´ndar y es la u´nica fuente de incertidumbre del precio spot.
Tomando xt de 1 se encuentra que dxt = d(Pt − f(t)) y as´ı con f(t) dife-
renciable de primer orden, la ecuacio´n diferencial estoca´stica del precio spot
puede escribirse como en 3.
dPt = κ (b(t)− Pt) dt+ σdwx (3)
b(t) = − 1
κ
d
dt
f(t) + f(t)
Resolviendo la ecuacio´n diferencial estoca´stica 2 y reemplazando xt en 1, se
encuentra una expresio´n para el precio spot que se muestra en 4. Esta expresio´n
es la misma que presetan Lucia and Schwartz (2002) si se asume que σ no var´ıa
con el tiempo y que t0 = 0.
Pt = f(t) + x0e
−κ(t−t0) +
￿ t
t0
σe−κ(t−s)dwx(s) (4)
La esperanza y varianza condicionadas del precio spot se presentan a continua-
cio´n:
Et0 [Pt] = f(t) + x0e
−κ(t−t0) (5)
V art0 [Pt] =
σ2
2κ
￿
1− e−2κ(t−t0)
￿
(6)
En el largo plazo el valor esperado del precio spot es f(t) y la varianza es
σ2/2κ; mientras ma´s grande sea el valor de κ la convergencia se presentara´ ma´s
ra´pidamente. No´tese que se podr´ıa asumir que el largo plazo se ha logrado
cuando t − t0 ≥ 7/κ ya que e−7 < 0,1% y as´ı en 5 se obtiene que luego del
tiempo planteado se ha extinguido ma´s del 99,9% de la distorsio´n de corto
plazo x0.
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2.2. Movimiento del precio forward
De acuerdo con Lucia and Schwartz (2002) el precio del contrato forward
de electricidad es el valor esperado ajustado por riesgo del precio spot, F (t) =
E∗t (PT ); Aplican la metodolog´ıa propuesta por Cox and Ross (1976) y encuen-
tran una medida neutral al riesgo para el proceso xt que se puede representar
mediante la ecuacio´n diferencial estoca´stica 7. Donde λ es el precio por unidad
de riesgo que cobra el mercado, α es la prima de riesgo forward de largo plazo
y dw∗ es el diferencial de un movimiento Browniano bajo probabilidad neutral
al riesgo.
dxt = κ(α− xt) · dt+ σ · dw∗ (7)
α ≡ −λσ
κ
Resolviendo 7, reemplazando en 1 y aplicando el operador valor esperado se
encuentra la solucio´n expl´ıcita para el precio del contrato forward:
F (t) = f(T ) + xte
−κ(T−t) + α(1− e−κ(T−t)) (8)
El precio del contrato forward presenta tres componentes: Una determin´ıstica
representada por f(T ), la persistencia de las distorsiones de corto plazo cuyo
valor depende de xte−κ(T−t) y la prima de riesgo forward α(1− e−κ(T−t)).
Cuando el periodo de transaccio´n es cercano al periodo de madurez, el efec-
to de las distorsiones de corto plazo cobra mayor importancia que la prima de
riesgo forward. Cuando el periodo de negociacio´n es lejano al de madurez el
efecto del corto plazo se desvanece y la prima de riesgo forward se acerca al
valor de α, en el l´ımite: F (t) = f(T ) + α.
Si se conoce la informacio´n hasta el periodo t, el valor del precio forward sera´ de-
termin´ıstico. De lo contrario sera´ una funcio´n estoca´stica que depende del valor
de t y xt donde la ecuacio´n diferencial que gobierna su movimiento se puede
hallar al aplicar lemma de Itoˆ. La demostracio´n de la relacio´n presentada en 9
se presenta en el anexo B.
dF (t) = µF (t) · dt+ σe−κ(T−t) · dwx (9)
µF (t) = −α · κ · e−κ(T−t)
Esta expresio´n se diferencia de la propuesta por Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo (2005)
principalmente en la componente determin´ıstica que ellos no incorporan y por
la cual el modelo permite que el precio forward, dependiendo del signo de α
sea martingala (α = 0), supermartingala (Et0 [F (t)] ≤ F (t0) cuando α > 0) o
submartingala (Et0 [F (t)] ≥ F (t0) cuando α < 0). Al resolver 9 y asumiendo
que el conjunto de informacio´n disponible se encuentra hasta el periodo t0, con
t0 ≤ t, la forma cerrada para el precio forward es:
F (t) = F (t0) +MF (t) +
￿ t
t0
σe−κ(T−s)dwx(s) (10)
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DondeMF (t) es una funcio´n determin´ıstica que puede ser interpretada como un
ajuste a la prima de riesgo forward que cobra el mercado cuando faltan T − t
periodos para el periodo de madurez:
MF (t) = −α
￿
e−κ(T−t) − e−κ(T−t0)
￿
(11)
La esperanza y varianza condicionadas del precio forward se presentan a
continuacio´n:
Et0 [F (t)] = F (t0) +MF (t) (12)
V art0 [F (t)] =
σ2
2κ
￿
e−2κ(T−t) − e−2κ(T−t0)
￿
(13)
De 6 y 13 se encuentra que la varianza del precio forward es inferior a la varianza
del precio spot.
2.3. Movimiento del volumen esperado
Para cada momento t, se asume que la expectativa de volumen a transar
(transaccio´n que puede ser asociada a consumo o produccio´n de la energ´ıa) por
el agente i en el periodo T es qi(t). Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo (2005) proponen el
modelo estoca´stico 14 para describir las variaciones de las expectativas de volu-
men en funcio´n de dos fuentes de incertidumbre, la primera proviene de la misma
fuente de incertidumbre del precio forward (que afecta a todo el mercado) y la
segunda esta´ asociada a la incertidumbre que es independiente de la evolucio´n
del precio forward (que corresponde a aspectos particulares del agente i). Segu´n
ellos, el modelo propuesto no impone restricciones sobre comportamientos es-
tacionales del volumen transado. Las componentes estacionales del volumen se
asumen como invariantes en el tiempo y por tanto su derivada respecto al tiem-
po sera´ cero y as´ı la ecuacio´n diferencial del modelo de expectativas de volumen
no posee componente determin´ıstica.
dqi(t) = qi(t)
￿
σiqx · dwx + σiq · dwiq
￿
(14)
Para el instante t la varianza de la estimacio´n de volumen a transar para el
agente i es igual a la suma de los cuadrados de los para´metros σiqx y σ
i
q los
cuales son determin´ısticos y acotados. Asumiento que la expectativa de volumen
inicial es qi(t0) = qi0, la solucio´n de 14 es:
qi(t) = q0 · e−
1
2
￿ t
t0
((σiqx)2+(σiq)2)ds · e
￿ t
t0
σiqxdwx(s)+
￿ t
t0
σiqdwq(s) (15)
La esperanza y la varianza condicionadas se presentan a continuacio´n:
Et0 [q
i(t)] = q0 (16)
V art0 [q
i(t)] = q20
￿
e
￿ t
t0
((σiqx)2+(σiq)2)ds − 1
￿
(17)
En forma matricial, las ecuaciones diferenciales de precios forward y canti-
dades se pueden expresar como:
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￿
dF (t)
dqi(t)
￿
=
￿
µF (t)
0
￿
dt+
￿
σe−κ(T−t) 0
σiqx · qi(t) σiq · qi(t)
￿￿
dwx
dwiq
￿
(18)
donde dwx y dwiqxson independientes de acuerdo con Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo
(2005) por lo que dwx ·dwiqx = 0. As´ı, de Bjo¨rk (2009), la correlacio´n instanta´nea
entre el precio forward y el volumen es:
ρiqx =
σiqx￿
(σiq)
2 + (σiqx)
2
(19)
2.4. Funcio´n objetivo
Se asume que los agentes tienen acceso al mercado spot y la cobertura de
riesgo se realiza a trave´s del mercado de contratos forward en el cual so´lo es
aplicable una estrategia del tipo buy and hold. As´ı, el flujo de caja del agente i
para el periodo T esta´ dado por:
πi = PT · qi(T ) + η · qi(τ) · [F (τ)− PT ] (20)
Donde τ ∈ [t0, T ) es el tiempo en el que se negocian los contratos forward
(hedging time) y η es la razo´n de cobertura. Las operaciones en spot esta´n
representadas por la componente PT · qi(T ), mientras que el pago originado
por la operacio´n en contratos forward es η · qi(τ) · [F (τ)− PT ]. La cantidad
de contratos forward transados es η · qi(τ). Considerando que en el periodo de
madurez se cumple que PT = F (T ), el flujo de caja del agente i por unidad de
volumen esperado se puede escribir as´ı:
πi
qi(τ)
= F (T ) · q
i(T )
qi(τ)
+ η · [F (τ)− F (T )] (21)
El valor esperado condicionado a τ del flujo de caja en el periodo T , por
unidad de volumen esperado esta´ dado por:
Eτ
￿
πi
qi(τ)
￿
= F (τ) + (1− η) · MF (T ) + Cov
￿
F (T ),
qi(T )
qi(τ)
￿
(22)
Donde Cov(.) es el operador de la covarianza. En el esquema de cobertura
propuesto, luego de realizar la transaccio´n en el momento τ , la composicio´n del
portafolio no puede ser reajustada y la decisio´n del agente en cada momento
t ≤ τ debe ser la de efectuar la cobertura (seleccionando un valor adecuado para
η) considerando las expectativas actuales de volumen y precio spot o posponer
la operacio´n de cobertura. Asumiendo que para el periodo T el agente i busca
maximizar el valor esperado ajustado por riesgo de su beneficio, η y τ deben
ser la solucio´n al problema de optimizacio´n planteado en 23, que corresponde
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al mismo problema de optimizacio´n que proponen solucionar Na¨sa¨kka¨la¨ and
Keppo (2005) donde λi es el coeficiente de aversio´n al riesgo.
ma´x
η,τ
Et0 [π
i]− λi · V art0 [πi] (23)
De 22 y 23 se puede inferir que un agente neutral al riesgo, con λi = 0,
estara´ dispuesto a transar tantos contratos forward como le sea posible y el
valor esperado de su flujo de caja coincide con la prima de riesgo del mercado al
momento de realizar la compra o venta de los contratos forward, como lo sugiere
la sensibilidad de la funcio´n de utilidad ante los cambios de η que se presenta
en 24.
∂
∂η
Eτ
￿
πi
qi(τ)
￿
= α
￿
1− e−κ(T−τ)
￿
(24)
3. Estrategia de Cobertura
La propuesta de cobertura que se presenta, asume que los agentes que par-
ticipan en el mercado ele´ctrico son aversos al riesgo; es decir λi es mayor que
cero. De acuerdo con Bodie et al. (2009), un inversionista averso al riesgo pe-
naliza el valor esperado de su beneficio por el grado de riesgo que se encuentre
asumiendo, ellos proponen como razonable una funcio´n de utilidad empleada
normalmente por la industria y la academia que puede ser escrita como aparece
en 23 . A diferencia de lo expuesto por Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo (2005), en este
trabajo se encuentra que la decisio´n de los agentes no coincide necesariamente
con la solucio´n de mı´nima varianza del portafolio, as´ı el coeficiente de aversio´n
a riesgo del agente s´ı es determinante en la cobertura deseada, como lo muestra
se aprecia en la figura ?. Para lograr un balance apropiado entre rentabilidad y
riesgo, un inversionista debe hacer uso de instrumentos que atenu´en el riesgo al
que se enfrenta. La iliquidez del mercado ele´ctrico y los costos de transaccio´n
involucrados dificulta la aplicabilidad de una estrategia de cobertura dina´mica
por parte de productores, comercializadores y los propios comsumidores, esto
debido a que no es posible realizar negociaciones en un mercado continuo. Como
solucio´n se propone una estrategia de cobertura esta´tica a trave´s de contratos
forward, que de acuerdo con Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo (2005) son fa´cilmente imple-
mentadas en mercados ele´ctricos. Sin embargo, los resultados obtenidos a partir
del ana´lisis con contratos forward puede ser utilizado para la formulacio´n de una
estrategia de cobertura utilizando contratos de futuros. Segu´n Pilipovic´ (1998)
la correlacio´n de los precios futuros de energ´ıa con las tasas de intere´s es t´ıpica-
mente nula, por lo cual las valoraciones del precio de los futuros y de contratos
forward se realiza de la misma manera, por lo que el precio de los futuros de
energ´ıa y el precio forward pueden usarse indistintamente ya que ambos reflejan
el mismo valor.
De acuerdo con la formulacio´n del problema, el agente que desea aplicar la
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cobertura, debera´ seleccionar la porcio´n de energ´ıa que vendera´ en contratos
forward y el momento para el cual realizar dicha cobertura. Se asume que el
agente no puede modificar mediante su gestio´n los para´metros que correspon-
den a su expectativa de volumen q0, σiq y σ
i
qx ni los para´metros σ, κ y α que
dependen del mercado en el que esta´n inmersos. En el anexo C de este trabajo
se encuentran valores para los para´metros σiq, σ
i
qx, σ y κ del mercado ele´ctrico
colombiano.
La valoracio´n del precio forward de energ´ıa ele´ctrica es funcio´n de la prima
de riesgo forward, la existencia de dicha prima se sustenta en que el enfoque
de no arbitraje para la valoracio´n de activos financieros no puede ser aplicado
de la manera usual en estos mercados, ya que este enfoque requiere el costo de
conveniencia que relaciona el precio spot con el precio forward segu´n Bessem-
binder and Lemmon (2002). Eydeland and Geman (1999) resaltan que existe
una diferencia entre el precio forward y el precio spot esperado para el tiempo
de maduracio´n del forward, lo cual implica la presencia de la prima de riesgo
forward, que representa la compensacio´n por asumir el riesgo. Bessembinder and
Lemmon (2002) presentan un modelo de equilibrio de mercado entre la expecta-
tiva de precio spot y el precio forward de energ´ıa ele´ctrica el cual implica que el
precio forward de equilibrio es determinado por los participantes de la industria
ma´s que por los especuladores y dichos participantes esta´n preocupados tanto
por el valor esperado, como por la volatilidad de sus ingresos. El modelo pro-
puesto implica que el precio forward de energ´ıa es un prono´stico sesgado de la
expectativa de precio spot. La diferencia entre los dos activos (forward y expec-
tativa de precio spot) es explicada por la prima de riesgo, la cual es funcio´n de
las expectativas de la demanda y su volatilidad. Sen˜alan que el precio forward
supera la expectativa de precio spot cuando la demanda esperada o la volatili-
dad de la demanda son altas. Pantoja (2009) encuentra que la prima de riesgo
en Colombia var´ıa a trave´s del d´ıa y co´mo estas propiedades son explicadas por
factores de riesgo como volatilidad condicional del precio spot, innovaciones en
los cambios esperados de volu´menes o de la ocurrencia del feno´meno de El Nin˜o.
Para seleccionar el valor de la prima de riesgo que puede utilizarse en el caso
colombiano, se sugiere la lectura de Pantoja (2009).
Para la presentacio´n de la estrategia de cobertura propuesta, se calculan los
valores de η y τ que logran minimizar la varianza y maximizar la funcio´n obje-
tivo de cada agente. En te´rminos generales, se utilizo´ la metodolog´ıa propuesta
por Pilipovic´ (1998) que consta de tres pasos: 1. Definir un portafolio inicial
y el instrumento de cobertura disponible. 2. Estimar la volatilidad futura del
instrumento utilizado. 3. Calcular el nu´mero de nuevos contratos de cobertura
requeridos para asegurar que el riesgo asumido sera´ el adecuado. Se ignoran los
costos de transaccio´n y el riesgo de contraparte y se asume que siempre exis-
tira´ la posibilidad de realizar la transaccio´n en el periodo deseado (periodicidad
mensual). Para obtener el valor esperado y varianza del flujo de caja generado
por el portafolio al momento de madurez, se recurrio´ a simulacio´n de Montecarlo
y se aplico´ el concepto de variables antite´ticas para la reduccio´n de la varianza
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en la estimacio´n, presentado por Insua et al. (2000).
3.1. Sensibilidad de la esperanza del portafolio
De acuerdo con la formulacio´n del modelo matema´tico, un agente so´lo podra´ de-
cidir cua´nto contratar en el mercado forward y cua´ndo hacer esta transaccio´n,
los dema´s para´metros se asumen fuera de su control. A partir de la ecuacio´n 23
se pueden definir los para´metros que modifican el valor esperado del portafolio.
En la figura 1 se presenta la sensibillidad de Et0(π) para diferentes valores de
η. Estas simulaciones se realizaron considerando un periodo de madurez igual a
20 + t0, κ = 1; σ = 5,19; q0 = 1; F (t0) = 100; α = 2 y la desviacio´n esta´ndar
total del volumen es igual a 0,16.
Figura 1: Et0(π) para diferentes valores de η. Escala seleccionada con fines
ilustrativos.
Coherente con lo planteado en la seccio´n anterior, la relacio´n entre el valor
esperado del portafolio y la porcio´n transada en contratos forward es lineal, la
pendiente depende de τ mientras que el intercepto var´ıa conforme lo hace la
correlacio´n. Para las sensibilidades realizadas se aprecia que entre ma´s grande
τ , menor sera´ el aporte marginal de η sobre Et0(π).
De la ecuacio´n 24 se encuentra que el aporte de adicionar contratos forward
al portafolio depende adema´s de la prima de riesgo forward. En la figura 2 se
presenta el cambio del valor esperado del portafolio por cada unidad adicional
de η en funcio´n de τ (hedging time) y α. Para la construccio´n de la figura se
asignaron valores a los dema´s para´metros as´ı: T = 20+ t0; F (t0) = 100; q0 = 1;
σiqx = 0,11; σ
i
q = 0,11; κ = 1; σ = 5,19. Se observa co´mo el impacto de aumen-
tar η en Et0(π) depende del tiempo que falte para la madurez del portafolio al
momento de hacer la transaccio´n (T − τ), con el cual se presenta una relacio´n
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exponencial.
Figura 2: Sensibilidad de ∆Et0(π) ante ∆η para diferentes valores de α y τ .
De acuerdo con la figura 2, esperar a transar en contratos forward hasta
el momento de vencimiento (τ = T ) no aporta al valor esperado del flujo de
caja del portafolio. Existe adema´s un intervalo de tiempo mucho antes de T , en
donde el cambio de Et0(π) por cada unidad adicional de η permanece pra´ctica-
mente constante, indiferente del momento en el que se haga la cobertura. Por
ejemplo, en te´rminos del valor esperado del portafolio, para el agente podr´ıa
ser indiferente realizar la operacio´n en contratos forward entre τ = 1 y τ = 12.
Este periodo depende de la velocidad de reversio´n a la media de xt. Adicional-
mente, en experimentos realizados, la relacio´n ∆Et0(π)/∆η no depende de la
correlacio´n entre el precio forward y el volumen esperado.
3.2. Sensibilidad de la varianza del portafolio
En la figura 3 se presenta la varianza del portafolio para diferentes valores de
η, en esta simulacio´n se utilizaron como valores de los para´metros: T = 20+ t0;
F (t0) = 100; q0 = 1; σiqx = 0,11; σ
i
q = 0,11; κ = 1; σ = 5,19; α = 5 y τ = 15.
Se observa que para el intervalo analizado la varianza del portafolio es convexa
con un valor mı´nimo el cual se alcanza cuando η = ηmv. En el caso propuesto la
mı´nima varianza es 226,6 y ocurre cuando ηmv = 1,05. Para ilustrar la relacio´n
de la varianza con las variables de decisio´n, en la figura 4 se presenta el valor
de ηmv para cada valor de τ y diferentes valores de ρiqx, mientras se mantiene
constante la volatilidad total del volumen. En te´rminos generales, a medida que
aumenta la correlacio´n, se incrementa la cantidad necesaria de contratos forward
para lograr el portafolio de mı´nima varianza. Adicionalmente, se aprecia que la
relacio´n entre ηmv y τ exhibe un comportamiento aparentemente exponencial
con una tendencia que puede ser explicada por la prima de riesgo de largo plazo
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y el tiempo que reste para la maduracio´n de acuerdo con los resultados que se
presentan en la figura 5. Con respecto a τ , cuando aumenta tambie´n lo hace
la varianza del portafolio, en este sentido para lograr la mı´nima varianza, la
cobertura debe realizarse lo antes posible.
Si se decide realizar una estrategia de cobertura de mı´nima varianza debe consi-
derarse la irreversibilidad de las decisiones. Por ejemplo, un agente que pretenda
lograr un portafolio de mı´nima varianza, debera´ tomar posiciones forward in-
feriores a ηmv y de esta manera podr´ıa recomponer su portafolio en periodos
posteriores, agregando mayor cantidad de contratos forward en la direccio´n de
la posicio´n de mı´nima varianza. Si se toman posiciones por encima de ηmv, no se
podra´n hacer ajustes futuros en la direccio´n apropiada, dado que los contratos
forward no se pueden deshacer.
Figura 3: Varianza del portafolio para diferentes valores de η.
Figura 4: ηmv para diferentes valores de τ y ρiqx.
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Figura 5: η de mı´nima varianza para diferentes valores de τ y α, para todos los
casos ρiqx = 0.
3.3. Toma de decisiones
La funcio´n de utilidad propuesta considera el valor esperado, la varianza del
beneficio del agente y la compensacio´n que el agente espera recibir por asumir el
riesgo, ηmu sera´ el valor de η para el cual se logra maximizar la utilidad del agen-
te y dependera´ del nivel de aversio´n al riesgo de e´ste. Como el precio del contrato
forward no es necesariamente martingala, la solucio´n al problema de maximiza-
cio´n de la utilidad no corresponde en principio al problema de minimizacio´n de
varianza del flujo de caja como ocurre en Na¨sa¨kka¨la¨ and Keppo (2005). En la
figura 6 se presenta la funcio´n de utilidad y la varianza del portafolio de un agen-
te con λi = 1, ambas en funcio´n de η. La curva se construye considerando los
siguientes para´metros: T = 20+ t0; F (t0) = 100; q0 = 1; σiqx = 0,11; σ
i
q = 0, 11;
κ = 1; σ = 5,19; α = 5 y τ = 15 + t0. Para el caso propuesto, la mayor utilidad
es 125,5 y ocurre cuando ηmu = 1, 18. Para la minimizacio´n de la varianza del
portafolio, ηmv sera´ el valor de η para el cual se logra la mı´nima varianza y
que para el caso propuesto alcanza un valor de 226,6 cuando ηmv = 1,05. En
la figura 7 se muestra el conjunto de posibles combinaciones de riesgo y bene-
ficio para portafolios dependiendo del valor de τ . El eje vertical corresponde al
valor esperado del flujo de caja y el eje horizontal a su varianza. Para cada τ
es eficiente la seleccio´n de portafolios que logren mayor valor esperado que el
portafolio obtenido para mı´nima varianza. Adema´s no es posible definir un nivel
o´ptimo de cobertura para todos los agentes ya que el nivel de aversio´n a riesgo
del tomador de decisiones es importante al momento de planear la estrategia;
sinembargo, es posible generar un rango de razo´n cobertura que cubra un rango
de valores de λi. En el caso particular de la figura presentada, se observa que con
el hecho de adelantar la cobertura, se pueden obtener portafolios que dominan
a los que esta´n ma´s cercanos al momento de maduracio´n. Un agente que posea
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una posicio´n larga en el subyacente debera´ realizar la operacio´n de cobertura
en τ = 1 y la cantidad de contratos forward dependera´ de su nivel de aversio´n
al riesgo.
Figura 6: Funcio´n de utilidad del agente con λi = 1 y varianza del portafolio en
funcio´n de η.
Figura 7: Conjunto de portafolios para diferentes τ .
4. Diferencia entre mercados
En las secciones anteriores se analizo´ co´mo se afecta la toma de decisiones
cuando hay variaciones en los valores de los para´metros que corresponden al
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agente o a condiciones particulares del momento para el cual se esta´ analizando
la cobertura. En esta seccio´n se pretende formar una idea del efecto que tie-
nen los para´metros del mercado κ y σ en el desempen˜o del portafolio de los
agentes y en ese sentido conocer co´mo pueden afectar la toma de decisiones.
En las figuras 8 y 9 se presenta la l´ınea de seleccio´n (aquella l´ınea que une los
puntos de ma´xima utilidad para los diferentes valores de τ) de un agente con
λi = 1. Cada punto sobre la curva, corresponde al portafolio que maximiza la
utilidad en funcio´n de τ . Se presentan curvas para diferentes valores de κ y σ.
Los para´metros utilizados son los mismos considerados para la construccio´n de
la figura 7.
En la figura 8 se observa co´mo el aumento de κ vuelve ma´s cr´ıtico el momento de
la transaccio´n; es decir, al incrementar la velocidad de reversio´n a la media, se
incrementa el costo de postergar la cobertura. Si el mercado corrige ra´pidamen-
te las distorsiones de corto plazo, la prima de riesgo forward caera´ velozmente
y as´ı al esperar para realizar la transaccio´n en contratos forward se pierde el
aporte que la prima de riesgo hace al valor esperado del flujo de caja, por lo que
es menos atractivo el hecho de esperar para realizar la cobertura. As´ı mismo
se aprecia en la figura 9 co´mo la disminucio´n de la volatilidad instanta´nea del
precio spot σ, hace menos recomendable postergar la cobertura. Es as´ı como
la estrategia de cobertura no so´lo obedece a las caracter´ısticas propias de cada
agente, sino tambie´n a aquellas que provienen del mercado. Con lo encontrado
en estas sensibilidades, se puede decir que una decisio´n que sea adecuada para
un agente inmerso en un mercado ele´ctrico, no ser´ıa necesariamente adecuada
si este agente participara en otro mercado.
Figura 8: L´ınea de decisio´n del agente con λi = 1 para diferentes valores de κ.
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Figura 9: L´ınea de decisio´n del agente con λi = 1 para diferentes valores de σ.
5. Ejemplo de Cobertura
En esta seccio´n se desarrolla un ejemplo para la formulacio´n de una estrategia
de cobertura para dos agentes y se hace una comparacio´n entre ellas. A partir
de los para´metros supuestos se hace la bu´squeda de la respuesta en las tablas
del anexo A .
Si se consideran dos agentes con λi = 2 que difieren en la volatilidad del volumen
esperado, participan en el mercado ele´ctrico colombiano y desean realizar su
operacio´n de cobertura para un periodo de maduracio´n de un an˜o a partir del
momento actual. Se conoce que el precio del contratos forward inicial es de 100
y α es igual a cero, la estrategia de cobertura de ambos agentes sera´ la que se
presenta en el cuadro 1. La correlacio´n positiva que presentan ambos agentes
hacen que la razo´n de cobertura sea mayor que uno. Por otro lado, el hecho de
incrementar la volatilidad total del volumen esperado sugiere que la operacio´n
de cobertura sea postergada. El agente a presenta una menor volatilidad total
del volumen (σaqtot) que el agente b y el τ sugerido para el agente a es menor que
el sugerido para el agente b, situacio´n que se presenta incluso para diferentes
valores de prima de riesgo.
Cuadro 1: Estrategia para agentes con diferente volatilidad de volumen esperado
y α = 0.
agente σiqtot ρ
i
qx(%) ηmu τ
a 0.05 15 1.08 1
b 0.2 15 1.30 5
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6. Conclusiones
El hecho de considerar que la valoracio´n de los contratos forward en merca-
dos ele´ctricos incorporan una prima de riesgo sobre las expectativas del precio
spot y que e´ste a su vez presenta caracter´ısticas de estacionalidad y reversio´n a
la media, hacen que el movimiento del precio futuro de la energ´ıa ele´ctrica no
presente caracter´ısticas martingala, sino que dependiendo del signo de la prima
de riesgo de largo plazo, podr´ıa ser submartingala o su´permartingala.
En este trabajo se ha estudiado la estrategia de cobertura que puede imple-
mentar un agente que participa en un mercado ele´ctrico y busca maximizar el
valor esperado de su flujo de caja ajustado por riesgo. Se propone una cober-
tura esta´tica utilizando contratos forward, cuyo precio incorpora una prima de
riesgo, pero podr´ıa ser extendida a contratos futuros. La estrategia de cobertu-
ra sugiere la seleccio´n de la razo´n de cobertura y el momento en el que dicha
cobertura debe ser efectuada. Debido a que el movimiento del precio forward
no es necesariamente martingala, la estrategia de cobertura que debe realizar el
agente no es, en principio, equivalente a la seleccio´n de un portafolio de mı´nima
varianza y en este sentido, el nivel de aversio´n al riesgo s´ı es determinante al
momento de definir la cobertura, as´ı como el periodo para el cual se plenee ha-
cer la transaccio´n en el mercado de contratos forward. Como caso de estudio se
tomo´ el mercado ele´ctrico colombiano, en el anexo C se presentan los para´metros
de este mercado y la estrategia sugerida se presenta en los cuadros del anexo A.
A lo largo del documento se muestra co´mo la estrategia de cobertura a imple-
mentar depende de las caracter´ısticas particulares de cada agente y el mercado
en el que se encuentra inmerso y por lo tanto no es completamente generalizable.
Se encuentra que los agentes que presentan una mayor volatilidad en el volumen
esperado tienden a postergar la operacio´n de cobertura para lograr mejores es-
timaciones de su consumo o generacio´n futura y que a medida que aumenta la
correlacio´n se incrementa la cantidad necesaria de contratos forward para lograr
una adecuada compensacio´n del riesgo asumido. Una correlacio´n negativa es una
cobertura natural del flujo de caja del portafolio. Adema´s cuando la correlacio´n
es positiva, la estrategia de cobertura sugiere la anticipacio´n de la transaccio´n.
Debido a la existencia de la prima de riesgo forward, un agente neutral al riesgo
podra´ vender o comprar en contratos forward y su beneficio marginal esperado
correspondera´ al valor de la prima de riesgo. Por otro lado, dependiendo del
signo de e´sta, un agente estara´ interesado en anticipar o postergar la cobertura;
por ejemplo, si la prima de riesgo es positiva sera´ conveniente vender en contra-
tos forward para el periodo de vencimiento ma´s lejano posible.
La metodolog´ıa utilizada puede ser aplicada a otro tipo de problemas en donde
el subyacente exhiba patrones de reversio´n a la media.
.
18
Referencias
Hendrik Bessembinder and Michael L. Lemmon. Equilibrium pricing and opti-
mal hedging in electricity forward markets. THE JOURNAL OF FINANCE,
2002.
Tomas Bjo¨rk. Arbitrage Theory in Continuous Time. Oxford University Press,
third edition, 2009.
Zvi Bodie, Alex Kane, and Alan J. Marcus. Investments. McGraw Hill, eighth
edition, 2009.
John C. Cox and Stephen A. Ross. The valuation of options for alternative
stochastic processes. Journal of Financial Economics 3, 1976.
Alexander Eydeland and Helyette Geman. Energy Modelling and the Manage-
ment of Uncertainty, chapter Fundamentals of electricity derivatives, pages
35–43. Risk Books. 1999.
Dolores Furio´ and Vicente Meneu. Expectations and forward risk premium in
the spanish deregulated power market. Working Paper, 2009.
He´lyette Geman and Andrea Roncoroni. A class of marked point processes for
modelling electricity prices. ESSEC, 2003.
Marta Gil and Cecilia Maya. Modelacio´n de la volatilidad de los precios de la
energ´ıa ele´ctrica en Colombia. Revista Ingenier´ıas Universidad de Medell´ın,
pages 87–114, 2008.
John C. Hull. Options, Futures and other Derivatives. Pearson Prentice Hall,
2009.
David R´ıos Insua, Sixto R´ıos Insua, and Jacinto Mart´ın Jime´nez. Simulacio´n.
Me´todos y aplicaciones. RA-MA Editorial, 2000.
Julio J. Lucia and Eduardo S. Schwartz. Electricity prices and power derivatives:
Evidence from the Nordic Power Exchange. Review of Derivatives Researh 5,
pages 5–50, 2002.
Erkka Na¨sa¨kka¨la¨ and Jussi Keppo. Electricity load pattern hedging with static
forward strategies. Managerial Finance, pages 116–137, 2005.
Javier O. Pantoja. Modelling risk of electric power markets. Working Paper,
2009.
Dragana Pilipovic´. Energy Risk: valuing and managing energy derivatives.
McGraw-Hill, 1998.
19
A
.
T
a
b
la
s
C
o
b
er
tu
ra
C
o
lo
m
b
ia
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
en
te´
rm
in
os
d
e
ra
zo´
n
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ar
a
lo
gr
ar
la
m
ı´n
im
a
va
ri
an
za
cu
an
d
o
τ
=
1
+
t 0
:
η m
v
y
la
p
ar
ej
a
η m
u
,τ
qu
e
d
eb
e
se
le
cc
io
n
ar
u
n
ag
en
te
cu
yo
va
lo
r
d
e
λ
i
es
u
n
o
o
d
os
.
A
s´ı
m
is
m
o
se
co
n
si
d
er
an
d
if
er
en
te
s
va
lo
re
s
d
e
va
ri
an
za
to
ta
l
d
el
vo
lu
m
en
es
p
er
ad
o
(σ
i q
to
t)
,
co
rr
el
ac
io´
n
y
ti
em
p
o
qu
e
re
st
a
p
ar
a
el
ve
n
ci
m
ie
nt
o
(T
−
t 0
),
qu
e
p
u
ed
e
se
r
se
is
m
es
es
,
u
n
an˜
o,
d
os
an˜
os
o
tr
es
an˜
os
.
P
ar
a
la
s
si
m
u
la
ci
o´n
es
se
co
n
si
d
er
a
κ
=
0,
57
;
σ
=
5,
19
;
F
0
=
10
0
y
q 0
=
1.
C
u
ad
ro
2:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
2.
α
=
2
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
15
1.
17
1
1.
18
1
1.
14
1.
15
1
1.
17
1
1.
09
1.
11
1
1.
12
1
1.
07
1.
09
1
1.
11
1
15
1.
07
1.
08
1
1.
10
1
1.
07
1.
09
1
1.
11
1
1.
04
1.
06
1
1.
08
1
1.
03
1.
05
1
1.
07
1
0
0.
99
1.
00
1
1.
02
1
1.
01
1.
03
1
1.
04
1
1.
00
1.
02
1
1.
03
1
1.
00
1.
01
1
1.
03
1
-1
5
0.
90
0.
92
1
0.
93
1
0.
95
0.
96
1
0.
98
1
0.
95
0.
97
1
0.
99
1
0.
96
0.
97
1
0.
99
1
-3
0
0.
82
0.
84
2
0.
85
2
0.
88
0.
90
1
0.
91
1
0.
91
0.
92
1
0.
94
1
0.
92
0.
94
1
0.
95
1
0.
15
30
1.
44
1.
46
1
1.
47
1
1.
27
1.
28
1
1.
30
1
1.
27
1.
28
1
1.
30
1
1.
22
1.
23
1
1.
24
1
15
1.
19
1.
21
1
1.
22
1
1.
13
1.
15
1
1.
16
1
1.
13
1.
15
1
1.
16
1
1.
10
1.
11
1
1.
13
1
0
0.
94
0.
96
1
0.
97
1
0.
99
1.
01
1
1.
02
1
0.
99
1.
01
1
1.
02
1
0.
99
1.
00
1
1.
01
1
-1
5
0.
69
0.
71
1
0.
73
1
0.
85
0.
87
1
0.
89
1
0.
85
0.
87
1
0.
89
1
0.
87
0.
88
1
0.
90
1
-3
0
0.
44
0.
63
5
0.
64
5
0.
71
0.
73
1
0.
75
1
0.
71
0.
73
1
0.
75
1
0.
76
0.
77
1
0.
79
1
0.
2
30
1.
57
1.
60
1
1.
61
1
1.
41
1.
42
1
1.
43
1
1.
35
1.
37
1
1.
39
1
1.
29
1.
29
1
1.
31
1
15
1.
24
1.
26
1
1.
28
1
1.
22
1.
23
1
1.
24
1
1.
17
1.
19
1
1.
20
1
1.
13
1.
14
1
1.
16
1
0
0.
91
0.
93
1
0.
95
1
1.
02
1.
04
1
1.
05
1
0.
98
1.
00
1
1.
02
1
0.
98
0.
99
1
1.
01
1
-1
5
0.
58
0.
60
1
0.
61
1
0.
83
0.
84
1
0.
86
1
0.
80
0.
82
1
0.
83
1
0.
83
0.
84
1
0.
85
1
-3
0
0.
25
0.
48
5
0.
49
5
0.
64
0.
65
1
0.
67
1
0.
61
0.
63
1
0.
65
1
0.
68
0.
69
1
0.
70
1
20
.C
u
ad
ro
3:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
4.
α
=
4
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
15
1.
18
1
1.
21
1
1.
13
1.
16
1
1.
20
1
1.
09
1.
12
1
1.
15
1
1.
07
1.
10
1
1.
14
1
15
1.
06
1.
10
1
1.
13
1
1.
07
1.
10
1
1.
13
1
1.
04
1.
08
1
1.
11
1
1.
03
1.
07
1
1.
10
1
0
0.
98
1.
02
1
1.
05
1
1.
01
1.
04
1
1.
07
1
1.
00
1.
03
1
1.
07
1
1.
00
1.
03
1
1.
06
1
-1
5
0.
90
0.
93
1
0.
97
1
0.
95
0.
98
1
1.
01
1
0.
95
0.
99
1
1.
02
1
0.
96
0.
99
1
1.
03
1
-3
0
0.
82
0.
85
1
0.
89
1
0.
88
0.
91
1
0.
95
1
0.
91
0.
94
1
0.
98
1
0.
92
0.
96
1
0.
99
1
0.
15
30
1.
40
1.
44
1
1.
47
1
1.
38
1.
41
1
1.
44
1
1.
25
1.
29
1
1.
32
1
1.
21
1.
23
1
1.
27
1
15
1.
16
1.
20
1
1.
23
1
1.
20
1.
23
1
1.
26
1
1.
12
1.
15
1
1.
19
1
1.
10
1.
12
1
1.
16
1
0
0.
92
0.
95
1
0.
98
1
1.
01
1.
04
1
1.
07
1
0.
98
1.
02
1
1.
05
1
0.
98
1.
01
1
1.
05
1
-1
5
0.
68
0.
71
1
0.
74
1
0.
83
0.
85
1
0.
88
1
0.
85
0.
88
1
0.
92
1
0.
87
0.
90
1
0.
93
1
-3
0
0.
44
0.
58
5
0.
60
5
0.
64
0.
66
1
0.
70
1
0.
71
0.
75
1
0.
78
1
0.
76
0.
79
1
0.
82
1
0.
2
30
1.
57
1.
60
1
1.
61
1
1.
50
1.
53
1
1.
56
1
1.
33
1.
37
1
1.
40
1
1.
27
1.
29
1
1.
33
1
15
1.
24
1.
26
1
1.
28
1
1.
25
1.
28
1
1.
31
1
1.
15
1.
19
1
1.
22
1
1.
12
1.
15
1
1.
18
1
0
0.
91
0.
93
1
0.
95
1
1.
01
1.
03
1
1.
06
1
0.
97
1.
01
1
1.
04
1
0.
97
1.
00
1
1.
03
1
-1
5
0.
58
0.
60
1
0.
61
1
0.
76
0.
78
1
0.
81
1
0.
79
0.
83
1
0.
86
1
0.
83
0.
85
1
0.
89
1
-3
0
0.
25
0.
48
5
0.
49
5
0.
51
0.
53
1
0.
56
1
0.
61
0.
65
1
0.
68
1
0.
68
0.
71
1
0.
74
1
21
.C
u
ad
ro
4:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
10
.
α
=
10
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
13
1.
20
1
1.
28
1
1.
12
1.
20
1
1.
28
1
1.
08
1.
16
1
1.
25
1
1.
06
1.
15
1
1.
23
1
15
1.
05
1.
13
1
1.
21
1
1.
06
1.
14
1
1.
22
1
1.
04
1.
12
1
1.
21
1
1.
03
1.
11
1
1.
20
1
0
0.
98
1.
06
1
1.
13
1
1.
00
1.
08
1
1.
16
1
0.
99
1.
08
1
1.
16
1
1.
00
1.
08
1
1.
17
1
-1
5
0.
90
0.
98
1
1.
06
1
0.
95
1.
03
1
1.
11
1
0.
95
1.
04
1
1.
12
1
0.
96
1.
05
1
1.
13
1
-3
0
0.
83
0.
91
1
0.
99
1
0.
89
0.
97
1
1.
05
1
0.
91
1.
00
1
1.
08
1
0.
93
1.
01
1
1.
10
1
0.
15
30
1.
30
1.
38
1
1.
46
1
1.
31
1.
39
1
1.
47
1
1.
21
1.
30
1
1.
38
1
1.
18
1.
25
1
1.
34
1
15
1.
08
1.
16
1
1.
24
1
1.
14
1.
22
1
1.
30
1
1.
09
1.
17
1
1.
26
1
1.
07
1.
15
1
1.
24
1
0
0.
86
0.
94
1
1.
02
1
0.
97
1.
05
1
1.
13
1
0.
96
1.
05
1
1.
13
1
0.
97
1.
05
1
1.
14
1
-1
5
0.
64
0.
72
1
0.
80
1
0.
80
0.
88
1
0.
96
1
0.
84
0.
93
1
1.
01
1
0.
87
0.
95
1
1.
04
1
-3
0
0.
42
0.
50
1
0.
58
1
0.
63
0.
71
1
0.
79
1
0.
72
0.
80
1
0.
89
1
0.
77
0.
85
1
0.
94
1
0.
2
30
1.
34
1.
43
1
1.
50
1
1.
39
1.
47
1
1.
54
1
1.
27
1.
35
1
1.
44
1
1.
23
1.
30
1
1.
38
1
15
1.
05
1.
13
1
1.
21
1
1.
17
1.
24
1
1.
32
1
1.
10
1.
19
1
1.
27
1
1.
09
1.
16
1
1.
25
1
0
0.
76
0.
84
1
0.
92
1
0.
94
1.
01
1
1.
09
1
0.
94
1.
03
1
1.
11
1
0.
95
1.
03
1
1.
11
1
-1
5
0.
47
0.
56
1
0.
63
1
0.
71
0.
79
1
0.
86
1
0.
77
0.
86
1
0.
95
1
0.
82
0.
89
1
0.
98
1
-3
0
0.
18
0.
27
1
0.
34
1
0.
49
0.
56
1
0.
64
1
0.
61
0.
70
1
0.
78
1
0.
68
0.
76
1
0.
85
1
22
.C
u
ad
ro
5:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
0.
α
=
0
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
16
1.
16
1
1.
16
1
1.
14
1.
14
1
1.
14
1
1.
09
1.
09
12
1.
09
12
1.
08
1.
07
24
1.
07
24
15
1.
07
1.
07
1
1.
07
1
1.
08
1.
08
1
1.
08
1
1.
05
1.
05
12
1.
05
12
1.
04
1.
03
24
1.
03
24
0
0.
99
0.
99
1
0.
99
1
1.
01
1.
01
5
1.
01
5
1.
00
1.
00
15
1.
00
15
1.
00
0.
99
28
0.
99
28
-1
5
0.
90
0.
91
2
0.
91
2
0.
95
0.
95
8
0.
95
8
0.
95
0.
95
18
0.
95
18
0.
96
0.
96
28
0.
96
28
-3
0
0.
82
0.
83
3
0.
83
3
0.
88
0.
89
8
0.
89
8
0.
90
0.
93
21
0.
91
18
0.
92
0.
92
32
0.
92
32
0.
15
30
1.
47
1.
48
1
1.
48
1
1.
43
1.
42
3
1.
42
3
1.
28
1.
28
15
1.
28
15
1.
23
1.
22
24
1.
22
24
15
1.
22
1.
22
1
1.
22
1
1.
23
1.
23
5
1.
23
5
1.
14
1.
14
15
1.
14
15
1.
11
1.
10
24
1.
10
24
0
0.
96
0.
96
2
0.
96
2
1.
04
1.
03
6
1.
03
6
0.
99
1.
00
18
1.
00
18
0.
99
0.
98
28
0.
98
28
-1
5
0.
71
0.
76
4
0.
76
4
0.
84
0.
87
9
0.
87
9
0.
85
0.
89
21
0.
89
21
0.
87
0.
87
32
0.
87
32
-3
0
0.
45
0.
69
5
0.
69
5
0.
64
0.
74
10
0.
74
10
0.
71
0.
77
21
0.
77
21
0.
76
0.
77
32
0.
77
32
0.
2
30
1.
63
1.
64
1
1.
64
1
1.
57
1.
56
5
1.
56
5
1.
37
1.
37
15
1.
37
15
1.
30
1.
28
24
1.
28
24
15
1.
28
1.
29
1
1.
29
1
1.
31
1.
30
5
1.
30
5
1.
18
1.
18
15
1.
18
15
1.
15
1.
13
24
1.
13
24
0
0.
94
0.
95
2
0.
95
2
1.
05
1.
05
8
1.
05
8
0.
99
1.
02
21
1.
02
21
0.
99
0.
97
24
0.
97
24
-1
5
0.
60
0.
80
5
0.
80
5
0.
79
0.
86
10
0.
86
10
0.
80
0.
86
21
0.
86
21
0.
83
0.
83
32
0.
83
32
-3
0
0.
27
0.
58
5
0.
58
5
0.
52
0.
65
10
0.
65
10
0.
61
0.
69
21
0.
69
21
0.
68
0.
69
32
0.
69
32
23
.C
u
ad
ro
6:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
−2
.
α
=
−2
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
17
1.
15
1
1.
13
1
1.
15
1.
13
5
1.
12
5
1.
10
1.
09
15
1.
07
18
1.
08
1.
07
28
1.
05
28
15
1.
08
1.
06
1
1.
05
1
1.
08
1.
07
6
1.
05
6
1.
05
1.
04
18
1.
03
18
1.
04
1.
03
28
1.
01
28
0
0.
99
0.
98
2
0.
96
2
1.
01
1.
00
6
0.
99
8
1.
00
1.
00
18
0.
98
18
1.
00
0.
99
28
0.
97
28
-1
5
0.
90
0.
89
2
0.
89
3
0.
95
0.
95
8
0.
93
8
0.
95
0.
95
18
0.
93
18
0.
96
0.
95
28
0.
94
32
-3
0
0.
82
0.
82
3
0.
81
3
0.
88
0.
88
8
0.
88
9
0.
90
0.
92
21
0.
91
21
0.
92
0.
92
32
0.
90
32
0.
15
30
1.
51
1.
50
1
1.
48
2
1.
45
1.
48
6
1.
46
6
1.
29
1.
37
18
1.
36
18
1.
24
1.
32
28
1.
30
28
15
1.
24
1.
24
2
1.
23
2
1.
25
1.
29
8
1.
28
8
1.
15
1.
23
18
1.
22
18
1.
12
1.
20
28
1.
18
28
0
0.
98
1.
01
3
1.
00
3
1.
05
1.
11
8
1.
09
8
1.
00
1.
11
21
1.
10
21
0.
99
1.
09
32
1.
07
32
-1
5
0.
72
0.
82
4
0.
81
4
0.
85
0.
94
9
0.
93
9
0.
85
0.
99
21
0.
98
21
0.
87
0.
98
32
0.
96
32
-3
0
0.
46
0.
74
5
0.
73
5
0.
64
0.
81
10
0.
80
10
0.
71
0.
87
21
0.
85
21
0.
75
0.
87
32
0.
86
32
0.
2
30
1.
68
1.
69
2
1.
67
2
1.
61
1.
68
8
1.
66
8
1.
39
1.
55
18
1.
53
18
1.
32
1.
47
28
1.
46
28
15
1.
33
1.
36
3
1.
35
3
1.
34
1.
43
8
1.
42
8
1.
20
1.
36
18
1.
34
18
1.
16
1.
32
28
1.
30
28
0
0.
98
1.
05
3
1.
04
3
1.
07
1.
19
8
1.
17
8
1.
00
1.
20
21
1.
19
21
1.
00
1.
17
32
1.
15
32
-1
5
0.
63
0.
92
5
0.
91
5
0.
80
1.
00
10
0.
99
10
0.
81
1.
04
21
1.
03
21
0.
83
1.
03
32
1.
01
32
-3
0
0.
29
0.
69
5
0.
68
5
0.
53
0.
79
10
0.
78
10
0.
61
0.
87
21
0.
86
21
0.
67
0.
88
32
0.
87
32
24
.C
u
ad
ro
7:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
−4
.
α
=
−4
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
17
1.
14
1
1.
11
1
1.
15
1.
13
6
1.
10
6
1.
10
1.
09
18
1.
06
18
1.
08
1.
07
28
1.
03
28
15
1.
08
1.
05
1
1.
02
2
1.
08
1.
06
6
1.
04
8
1.
05
1.
04
18
1.
01
18
1.
04
1.
03
28
0.
99
28
0
0.
99
0.
97
2
0.
94
2
1.
01
1.
00
8
0.
97
8
1.
00
0.
99
18
0.
96
18
1.
00
0.
99
28
0.
96
32
-1
5
0.
90
0.
89
3
0.
86
3
0.
95
0.
94
8
0.
91
8
0.
95
0.
94
18
0.
93
21
0.
96
0.
95
32
0.
92
32
-3
0
0.
81
0.
81
3
0.
78
3
0.
88
0.
89
9
0.
86
9
0.
90
0.
92
21
0.
89
21
0.
91
0.
92
32
0.
88
32
0.
15
30
1.
17
1.
14
1
1.
11
1
1.
47
1.
55
8
1.
53
8
1.
31
1.
47
18
1.
43
18
1.
25
1.
42
28
1.
38
28
15
1.
08
1.
05
1
1.
02
2
1.
27
1.
37
8
1.
34
8
1.
16
1.
32
18
1.
29
18
1.
12
1.
30
28
1.
27
32
0
0.
99
0.
97
2
0.
94
2
1.
06
1.
19
9
1.
17
9
1.
01
1.
21
21
1.
18
21
1.
00
1.
19
32
1.
16
32
-1
5
0.
90
0.
89
3
0.
86
3
0.
86
1.
02
9
0.
99
9
0.
86
1.
09
21
1.
06
21
0.
87
1.
08
32
1.
05
32
-3
0
0.
81
0.
81
3
0.
78
3
0.
65
0.
88
10
0.
86
10
0.
71
0.
96
21
0.
93
21
0.
75
0.
97
32
0.
94
32
0.
2
30
1.
74
1.
78
3
1.
75
3
1.
64
1.
82
8
1.
79
8
1.
41
1.
72
18
1.
69
18
1.
34
1.
66
28
1.
62
28
15
1.
38
1.
46
3
1.
43
3
1.
37
1.
57
8
1.
54
8
1.
21
1.
53
18
1.
50
18
1.
17
1.
51
32
1.
48
32
0
1.
02
1.
18
4
1.
16
4
1.
10
1.
34
9
1.
32
9
1.
01
1.
38
21
1.
36
21
1.
00
1.
36
32
1.
33
32
-1
5
0.
66
1.
04
5
1.
02
5
0.
82
1.
11
9
1.
12
10
0.
82
1.
22
21
1.
19
21
0.
84
1.
22
32
1.
19
32
-3
0
0.
31
0.
81
5
0.
79
5
0.
54
0.
93
10
0.
91
10
0.
62
1.
05
21
1.
02
21
0.
67
1.
08
32
1.
05
32
25
.C
u
ad
ro
8:
E
st
ra
te
gi
a
d
e
co
b
er
tu
ra
p
ro
p
u
es
ta
p
ar
a
p
ar
ti
ci
p
an
te
s
d
el
m
er
ca
d
o
el
e´c
tr
ic
o
co
lo
m
b
ia
n
o,
α
=
−1
0.
α
=
−1
0
6
m
es
es
1
an˜
o
2
an˜
os
3
an˜
os
σ
i q
to
t
ρi q
x
(
%
)
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
v
λ
i
=
2
λ
i
=
1
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
η m
u
τ
0.
05
30
1.
19
1.
12
2
1.
05
2
1.
17
1.
12
8
1.
05
8
1.
11
1.
08
18
1.
00
18
1.
09
1.
1
28
0.
99
32
15
1.
09
1.
03
2
0.
97
3
1.
09
1.
06
8
0.
98
8
1.
05
1.
03
18
0.
97
21
1.
04
1.
0
32
0.
95
32
0
1.
00
0.
95
3
0.
88
3
1.
02
0.
99
8
0.
93
9
1.
00
0.
98
18
0.
93
21
1.
00
1.
0
32
0.
91
32
-1
5
0.
90
0.
86
3
0.
82
4
0.
94
0.
93
9
0.
87
9
0.
95
0.
95
21
0.
88
21
0.
95
1.
0
32
0.
87
32
-3
0
0.
81
0.
81
4
0.
74
4
0.
87
0.
87
9
0.
80
9
0.
89
0.
91
21
0.
84
21
0.
91
0.
9
32
0.
83
32
0.
15
30
1.
63
1.
71
3
1.
64
3
1.
54
1.
76
8
1.
70
8
1.
35
1.
72
18
1.
64
18
1.
28
1.
7
32
1.
64
32
15
1.
35
1.
45
3
1.
43
4
1.
32
1.
59
9
1.
53
9
1.
19
1.
61
21
1.
55
21
1.
14
1.
6
32
1.
53
32
0
1.
06
1.
26
4
1.
21
4
1.
10
1.
41
9
1.
35
9
1.
03
1.
49
21
1.
42
21
1.
01
1.
5
32
1.
41
32
-1
5
0.
78
1.
04
4
0.
98
4
0.
88
1.
23
9
1.
17
9
0.
87
1.
36
21
1.
29
21
0.
88
1.
4
32
1.
30
32
-3
0
0.
50
0.
98
5
0.
93
5
0.
66
1.
10
10
1.
05
10
0.
71
1.
23
21
1.
16
21
0.
75
1.
3
32
1.
19
32
0.
2
30
1.
88
2.
08
3
2.
01
3
1.
74
2.
20
9
2.
14
9
1.
47
2.
15
18
2.
08
18
1.
38
2.
2
32
2.
09
32
15
1.
50
1.
81
4
1.
76
4
1.
45
1.
97
9
1.
91
9
1.
26
2.
03
21
1.
96
21
1.
20
2.
0
32
1.
95
32
0
1.
13
1.
52
4
1.
46
4
1.
16
1.
74
9
1.
68
9
1.
05
1.
87
21
1.
80
21
1.
02
1.
9
32
1.
81
32
-1
5
0.
75
1.
41
5
1.
36
5
0.
87
1.
50
9
1.
50
10
0.
83
1.
71
21
1.
64
21
0.
85
1.
7
32
1.
67
32
-3
0
0.
38
1.
16
5
1.
11
5
0.
58
1.
34
10
1.
29
10
0.
62
1.
54
21
1.
48
21
0.
67
1.
6
32
1.
53
32
26
B. Demostracio´n movimiento precio forward
B.1. Ecuacio´n diferencial estoca´stica
De acuerdo con Lucia and Schwartz (2002), el precio del contrato forward con
vencimiento en T se denota con F (t) y corresponde al valor esperado ajustado
por riesgo del valor esperado del precio spot, as´ı:
F (t) = E∗t (PT ) (25)
Donde Pt es el precio spot en el periodo t:
Pt = f(t) + xt (26)
dxt = −κxt · dt+ σ · dwx (27)
De Lucia and Schwartz (2002), una medida de riesgo neutral para la variable xt
es:
dxt = κ(α− xt) · dt+ σ · dw∗
α = −λσ
κ
(28)
Entonces, reemplazando en 25, el precio forward en t es:
F (t) = E∗t [f(T ) + xT ]
= f(T ) + E∗t [xT ]
= f(T ) + Et
￿
xte
−κ(T−t) + α(1− e−κ(T−t)) +
￿ T
t
σeκ(s−t)dw∗s
￿
⇒ F (t) = f(T ) + xte−κ(T−t) + α(1− e−κ(T−t)) (29)
As´ı el precio forward es una funcio´n estoca´stica que depende de xt y t.
Tomando 27, haciendo µito = −κxt and σito = σ y aplicando lemma de Itoˆ:
dF (t) =
￿
∂F (t)
∂t
+ µito
∂F (t)
∂xt
+
1
2
σ2ito
∂2F (t)
∂x2t
￿
· dt+ σito ∂F (t)
∂xt
· dwx(t)
sabiendo que:
∂
∂t
F (t) =
∂
∂t
￿
f(T ) + xte
−κ(T−t) + α(1− e−κ(T−t))
￿
= 0 + xtκe
−κ(T−t) + α(0− κe−κ(T−t))
⇒ ∂
∂t
F (t) = xtκe
−κ(T−t) − ακe−κ(T−t) (30)
27
∂∂xt
F (t) =
∂
∂xt
￿
f(T ) + xte
−κ(T−t) + α(1− e−κ(T−t))
￿
= 0 + e−κ(T−t) + 0
⇒ ∂
∂xt
F (t) = e−κ(T−t) (31)
∂2
∂x2t
F (t) =
∂
∂xt
e−κ(T−t)
⇒ ∂
2
∂x2t
F (t) = 0 (32)
Entonces:
dF (t) =
￿
xtκe
−κ(T−t) − ακe−κ(T−t) − κxte−κ(T−t) + 1
2
σ2ito · 0
￿
· dt+ σe−κ(T−t)dwx(t)
dF (t) = −ακe−κ(T−t) · dt+ σe−κ(T−t)dwx(t)
Sea µF (t) = −α · κ · e−κ(T−t) entonces, la ecuacio´n diferencial estoca´stica
para el precio forward con vencimiento en T es:
dF (t) = µF (t) · dt+ σe−κ(T−t) · dwx (33)
µF (t) = −α · κ · e−κ(T−t)
B.2. Comportamiento en el l´ımite
Cuando el periodo de vencimiento es lo suficientemente lejano, el precio
forward no var´ıa
l´ım
(T−t)→+∞
dF (t) = l´ım
(T−t)→+∞
−ακe−κ(T−t) · dt+ l´ım
(T−t)→+∞
σe−κ(T−t) · dwx
= 0
B.3. Precio de contrato forward
Al resolver la ecuacio´n diferencial para el precio forward se encuentra:
F (t) = F (t0) +MF (t) +
￿ t
t0
σe−κ(T−s)dwx(s)
Donde MF (t) es una funcio´n determin´ıstica dada por:
MF (t) =
￿ t
t0
µF (s)ds (34)
28
=￿ t
t0
−ακe−κ(T−s)ds
= −αe−κ(T−s)|s=ts=t0
⇒MF (t) = −α
￿
e−κ(T−t) − e−κ(T−t0)
￿
B.4. Valor esperado y varianza
La esperanza condicionada para el precio forward es:
Et0 [F (t)] = F (t0) +MF (t) (35)
Para todo t > t0: T − t ≤ T − t0, entonces e−κ(T−t) − e−κ(T−t0) es siem-
pre positivo, dependiendo del signo de α, el precio forward sera´ martingala
(α = 0), supermartingala (Et0 [F (t)] ≤ F (t0) cuando α > 0) o submartingala
(Et0 [F (t)] ≥ F (t0) cuando α < 0) . La varianza condicionada para el precio
forward es:
V art0 [F (t)] = E[F (t)− E[F (t)]]2
= E
￿￿ t
t0
σe−κ(T−s)dwx(s)
￿2
=
￿ t
t0
σ2e−2κ(T−s)ds
⇒ V art0 [F (t)] =
σ2
2κ
￿
e−2κ(T−t) − e−2κ(T−t0)
￿
(36)
Considerando que t ≤ T , la varianza del precio forward es menor que la varianza
del precio spot.
V art0 [F (t)]
V art0 [Pt]
=
σ2
2κ
￿
e−2κ(T−t) − e−2κ(T−t0)￿
σ2
2κ
￿
1− e−2κ(t−t0)￿
=
σ2
2κ
￿
e−2κ(T−t) − e−2κ(t−t0) · e−2κ(T−t)￿
σ2
2κ
￿
1− e−2κ(t−t0)￿
=
e−2κ(T−t) σ
2
2κ
￿
e−2κ(T−t) − e−2κ(t−t0)￿
σ2
2κ
￿
1− e−2κ(t−t0)￿
⇒ V art0 [F (t)]
V art0 [Pt]
= e−2κ(T−t) ≤ 1
⇒ V art0 [F (t)] ≤ V art0 [Pt]
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C. Para´metros para Colombia
C.1. Volumen
La estimacio´n del modelo de volu´menes para diferentes agentes que partici-
pan en el mercado ele´ctrico colombiano, se realizo´ utilizando informacio´n con
resolucio´n mensual para diferentes horizontes de tiempo de la base de datos
Neo´n de XM Compan˜´ıa de Expertos en Mercados S.A. E.S.P. (administrador
del mercado ele´ctrico colombiano). Partiendo de la ecuacio´n diferencial del mo-
delo de expectativas de volu´menes 14, se estima la desviacio´n total de la serie
mensual de volu´menes cuando se iguala a los logretornos de la serie mensual
observada de volu´menes de cada agente. El para´metro ￿ρiqx se calcula como una
funcio´n del producto entre los errores del precio spot de energ´ıa y los errores de
los volu´menes. Los errores del precio spot se estiman como la diferencia entre el
precio spot mensual observado y la funcio´n determin´ıstica f(t) cuyos para´me-
tros se encuentran en el cuadro 10. Los errores de los volu´menes se calculan
como la diferencia entre la serie de volumen mensual de cada agente y su valor
esperado, que para las series que presentan tendencia se hace necesario correr
una regresio´n lineal entre los volu´menes observados y el tiempo para calcular
el valor esperado de los volu´menes. Finalmente, partiendo de la ecuacio´n 19 se
estiman ￿σiq y ￿σiqx. En el cuadro 9 se encuentra el valor de los para´metros calibra-
dos para la demanda de energ´ıa nacional, la generacio´n real de cuatro agentes
generadores y la demanda comercial total del mercado no regulado (grandes
consumidores) de dos comercializadores. La estimacio´n se realizo´ para diferen-
tes periodos de inicio, el periodo final para todas las estimaciones es diciembre
de 2010.
C.2. Precio spot
Se tomo´ el precio spot con resolucio´n mensual (promedio aritme´tico de todas
las horas del mes) con corte a diciembre de 2010 de la base de datos Neo´n de XM
Compan˜´ıa de Expertos en Mercados S.A. E.S.P. (administrador del mercado
ele´ctrico colombiano) y la estimacio´n se realiza por etapas, partiendo de la
metodolog´ıa propuesta por Lucia and Schwartz (2002). Primero se hace una
regresio´n entre el precio de bolsa y la funcio´n f(t) que se presenta en 37 ,
los residuales de esta regresio´n corresponden al proceso xt. Luego se aplica
un modelo AR(1) como el de 38 para xt donde el coeficiente de autoregresio´n
sera´ igual a 1 − ￿κ y los residuales son llamados at. Para la estimacio´n de σ se
conoce que σ2 = E[a2t ] y se hace la regresio´n lineal 39 para el logaritmo de at
al cuadrado explicada por una constante y la variable catego´rica Nin˜o fuerte
donde ωt no debe presentar autocorrelacio´n.
f(t) = c+ β0 · t+
12￿
m=1
βm · Dm + βSN · DStrongNino (37)
La funcio´n determin´ıstica propuesta incorpora, adema´s de variables catego´ricas
estacionales (para cada mes) βm ·Dm, una tendencia lineal β0 · t y la ocurrencia
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Cuadro 9: Para´metros estimados modelo de volumen, algunos agentes de Co-
lombia
Periodo inicio Variable Agente σiq σ
i
qx ρqx(%)
Octubre 1999 Demanda Nacional 0.023 0.001 5.64
Generacion real Generador 1 0.081 0.011 13.99
Generador 2 0.318 0.104 -31.05
Generador 3 0.557 0.111 -19.60
Generador 4 0.149 0.011 -7.21
Demanda Comercial Comercializador 1 0.050 0.006 -11.08
Mercado No Regulado Comercializador 2 0.086 0.017 -19.13
Enero 2002 Demanda Nacional 0.023 0.001 5.64
Generacion real Generador 1 0.081 0.013 15.39
Generador 2 0.341 0.117 -32.43
Generador 3 0.336 0.071 -20.57
Generador 4 0.125 0.004 -3.51
Demanda Comercial Comercializador 1 0.050 0.006 -12.28
Mercado No Regulado Comercializador 2 0.059 0.009 -15.93
Enero 2007 Demanda Nacional 0.024 0.002 6.54
Generacion real Generador 1 0.089 0.011 12.33
Generador 2 0.313 0.108 -32.75
Generador 3 0.354 0.081 -22.35
Generador 4 0.114 0.029 -24.25
Demanda Comercial Comercializador 1 0.046 0.009 -19.40
Mercado No Regulado Comercializador 2 0.050 0.009 -16.80
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del feno´nemo de El Nin˜o con intensidad fuerte βSN ·DStrongNino. El modelo spot
cumple los supuestos necesarios para el periodo comprendido entre octubre de
1999 y diciembre de 2010.
xt = φ1xt−1 + at (38)
ln(a2t ) = δ0 + δSN · DStrongNino + ωt (39)
Los coeficientes de las regresiones realizadas se encuentran en el cuadro 10,
all´ı mismo se reportan los valores de κ y σ asociados al modelo propuesto por Lu-
cia and Schwartz (2002). La ocurrencia del feno´meno de El Nin˜o con intensidad
fuerte no so´lo afecta el nivel del precio sino que tambie´n aumenta la volatilidad
del precio spot, σSN es el valor de σ para los periodos en los cuales se presenta
el efecto de este feno´meno clima´tico.
Cuadro 10: Para´metros del precio spot para Colombia
Coeﬀ p-value
f(t) c 9.12 0.034
β0 0.51 0.000
β1 -jan- 8.26 0.019
β2 -feb- 16.40 0.001
β3 -mar- 9.93 0.047
βSN 74.06 0.000
xt φ1 0.43 0.000
κ 0.57 –
σ 5.19 –
σSN 15.53 –
ln(a2t ) δ0 3.29 0.000
δSN 2.19 0.004
32
(a)
(b)
(c)
Figura 10: Estimacio´n modelo de precio spot para Colombia. En (a) se presenta
la simulacio´n precio spot en Colombia y el precio ocurrido. Resolucio´n mensual,
evaluacio´n in sample, el autocorrelograma parcial de xt se presenta en (b) y a2t
con la variable explicativa Nin˜o fuerte esta´ en (c).
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